- _3\ 4 *
Aunque la teoria electromagnética en{sgu foﬁﬁz@ esré@eterminada por las
ecuaciones de  Maxwell, la prediccigicde la €&y de@splazamiento fue una
conjetura mas bien empirica.
jetura més bielg g NN

S v
Surge la pregunta de si.el electrom netismaﬁe@ma sigilar a la gravitacion, puede
ser derivado de algun princi| n? mas R arsal. mos que los  principios
variacionales son una formulalfon g n%su/ do el electromagnetismo y
constituye una de las técnicas Tt'ﬁ)'az‘emg%:ﬁe maSkexito han obtenido en el andlisis
de los principios fisicos. 45’ g {0
h

De una forma rudimenta@ﬁo aplico F:brm(;t a=er Uz, demostrando que los rayos de
luz, siempre siguen la_trayectdi qué emp\7ea el menor tiempo posible entre dos
puntos fijos. Maupertyss estaplecio uf¥ prncipio similar para la mecanica, conocido

como el principio e migima accion. Posteriormente, Lagrange y Hamilton

generalizaron este, pgincipigide minima ¢j€\'2;-ién.
R A
. . ] L .
Euler fue quié ézste_@tlzo matem%(amente los principios variacionales que

minimizan una EEL ralypara condicion@s de contorno fijas, y a partir de las cuales se
derivan las ecggdgione§ide movimiento. 1
e

S

7

L
Veremos q%as@uaciones de también se pueden derivar a partir de la
variacion de una@mple integral de accién, lo que justifica su estructura y coherencia
interna entre ellas.

Se ha dicho que la teoria variacional, selecciona entre todos los mundos posibles, la
realidad para la cual la integral de la accion es una extremal, y en ello se han visto
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resonancias del principio variacional de Leibniz. Segun este, vivimos en el mejor de los
mundos posibles, lo que también es una forma sutil de metafisica pitagdrica.

Algunos autores interpretan que, al encapsular la integral dg la accion toda la

trayectoria real en el tiempo, el cam/no que deben segu,/_&fHas particulas ya esta

predeterm/nado y sugierg N que .-i oy, esta  teoria ~é estan introduciendo
05 teleoldgicos.y de redest/naaoﬁ’

iL g, \para los si mas q’lsl’e se,glieden derivar
Servacion dérla eneggid dsayin resultado de
L ’? ap//_@r les a 19§ sgrgjrlas de procesos

-'L Ly 1“'.}
de principios variaelonales

N

ellos y, dichos plil

reversibles. _\ e

Sugiere que hMm/tar@* : s pringpi s“Yaria€nales solo al
problema ﬁ_/cgbamcu T al que Can,aflesech o-{pncepbs' filosoficos de
causalidad en elles. jé i gener gagigmes, gmo funciones de

Lagrange dégu\nﬂ/erso, en las que

Sin embargo, la _e')p/icacién posterior d
cuantica, de la quejtambién es un resy
que prosperen las ideas pitagoricas y
numérico de un mundo real extern

@ cas
J7'os p &) an&c&wa/es a la mecanica
a

do el g mo, no ha impedido
o-platq Spegi.a la simplicidad y orden
depen@ &ée ras percepciones.

Su armonia con un orden [6 subﬁnte a todas las cosas e
independiente de la mente hu a, er pu de la cosmologia griega .Esta
idea fue recogida en la era fiost-esc "por er Bacon, quién atribuyd una
predileccion de la mente hug na a bus ut. la observacion de la naturaleza,
basadas en la simplicidad ;ﬁa matemailca Existighla conviccion de que, un punto de
vista mecanico y matemaf-fco solo E)rdenaba los datos empiricos, si no que daba

también una exp//caC/on%bjet de la @a//dad

Ya Galileo suqirio e e/é’//bro de la%Natura/eza estaba escrito en lenguaje
matematico. El trab jo cuffibre de estai,forma de pensar fueron los Principios de
Filosofia Natural é Ne ria de la gravitacion, basada en corpusculos
que interaccion distancia. Poster/or ente, Faraday, con intuicién y argumentos
de simetria, sﬁggo formalmentsﬂ sus resultados experimentales con una

interpretacié en camp%nteramonan por accion contigua, que
sentaron la sei&ra el posterio ollo de Maxwell.

Sin embargo, la polémica estaba abierta, y los positivistas como Mach negaron que la
realidad pudiera ser explicada causalmente. Postularon que la teoria cientifica sdlo
puede describir los datos experimentales y las relaciones entre ellos, manifestando que
las conclusiones universales son creaciones sdlo de la mente humana. Sus maximas,
fueron que no sabemos nada, excepto de estructuras de relaciones entre cosas

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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desconocidas. Sugerian que toda ley debe mantenerse simple hasta que la contraria es
probada y que la simplicidad observada se debe sélo a los limites y al tipo de
fendmenos accesibles a nuestros sentidos.

Sin embargo, todas estas argumentaaones positivistas llevan _é;ituaciones estériles y

irge de estru turar la informacigh experimental, tratando
redecir cada veé’mas fenémenos con cada
7 . e"{ﬁ_ general deﬁ relatividad dg Einstein, en

necesdio, y lo bg&éu teoria de la

electricos agne%os nifican en una

| | \ § ~
Segun Planck, hay que abanWﬂtodos p CIOS a[istote/leos usa final o,
como en el s@é& is, d 0l6giws e pripcipio de minima
accion, si no se quiere-regresar al o curant o oa id @35/t/v15ta. Como

decia Weyl, /as jug't/f/cac nes' de teofias corafrases % t/ené Xpresiones como
g

“verdadera licidad ™1 o “proftinda so% eligrosas por sus
insinuaciones metafisicas si no se han de@/do p nsq.gte. E}p

Segun Heisenberg, “se debe hablar Bs biermge %de/ob adecuados para una
descripcion de la naturaleza, no d 1'Elfor/as /nte@%en, para evitar caer en
discusiones ontoldgicas- estériles t habit Qde opomorfismo cientifico. O
como decia Feynman el fin de /ca d ﬂrace scripciones predictivas de la
naturaleza y no dar ex,o//caCIo resp, /a embargo Thom,, sehala que

predecir no es explicar, y s;e/ﬁ'pre o]
eficacia de las matematicas /a natur Q,

ner por explicar la irrazonable

Las teorias especulativas s@’exper/menﬁaaon irm¥ican siempre un anquilosamiento de
autojustificaciones qu%'éxe pefpetua tal no- ser verificable. Para evitar moverse
bipolarmente siempr entres os do§ -extremos escolasticos del realismo y el
nominalismo, el ulti r/teﬁb de verdad'i’é encuentra en el principio de falsacion de
Popper (1902- 799 de que¢ “toda teofl 0 modelo se da por bueno mientras no sea
contradicho por /.’@-exper cia” y de q ' “toda teoria cientifica debe ser contrastable
con la exper/ g fener un cara r predictivo previo a la realizacion del

experimento. g
P a;b J.ih»

Sin embargoyap sér del éxito WI[)/OS variacionales, no hay ningun criterio
que nos diga ‘prazamente qué funcion se debe extremalizar y por qué la naturaleza
escoge una determinada funcion de la accion y no otra.

Se debe tener también en cuenta que todo principio variacional al final se expresa en
un conjunto de ecuaciones diferenciales. De forma inversa, si tenemos un conjunto de
fendmenos representados por ecuaciones diferenciales, existe la posibilidad de su
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reduccion a un principio variacional que las condensa con economia matematica. Si se
prefiere una formulacion integral o diferencial, sélo es un asunto de conveniencia.

Para las aplicaciones précticas, suele ser mas adecuada la formylacion diferencial. En

camb/o de la ex,oreS/on genera/ /ntegra/ se pueden extraer tc—:;é’emas u otras leyes de
3Sisimetrias, como lagsestudiadas por Noether
sdcibles de la form(ﬁaon diferencial.

"i principj var/ ona.[g; aplicados al

a Eé Sg’obt/enen tanto

jculas con carga
viden StE~ES d&/do aque la

interaccion es siempre formu/g@{ﬁ@e na A ana &9 Q@

waad - "H
Sin embargdr_ sé'?a-de Aer en cue @ a esfyglo un limite de
a,orOX/maCan de la ol ; '_ Ivakerte ﬂn unico principio
variacional, k%r , jemo que eﬁ rem, mas adelante que
Feynman da u inteirpretacio’n mas su i /O@Lbnaaona/es con sus
integrales de camino. \ : ;é? § Q@

< ‘QJ ™)
s s.a~

Ecuacmnesvarlacwnal deE ¥ g ge

G
Consideremos un campo escala or g!tan fijados en dos tiempos t;
y t, y en la superficie de la frorﬂ:era 6V @V del espacio fisico.

C

Para medios continuos, se e la funélows la integral
ff (z),a cdtd,'x— L((Z) B,q )d* x
'—F -J':ﬁl.
donde £ es una fungpn deﬁ a9y deju's‘iderlvadas parciales
4
& & Y
~ a=
& e
También r(ﬁﬁaﬁos por el elem_dl o de volumen n el espacio de Minkowski
do =d*x = 2dx3 = cdt 1y por 92 la superficie que delimita un

volumen Q%Igpaoo de cuatro iones.

Cuando L cumple determinados requisitos que mas adelante veremos, se le denomina
como la funcién densidad de Lagrange, o simplemente densidad lagrangiana, y al
funcional S como la accién del campo, o simplemente accién.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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designaremos como lagrangiana L' a la integraciéon espacial de la densidad
lagrangiana £

L'(t) & f L(B,0,, )d3x 2
it o

El calculo variacional, desafrellado por Euler, establece q\.@*_)i existe una funcion de
campo @(x%) que : mlnimo mtegral$ la accion S,
i es a
entonces se verifi YR e Eule@agrang‘b &

dondeseharagtlrg@la_ b } cgj"’iﬁq E‘?

Lh:l\ g .

Por (x%) co supen dice”en griegay, ‘se defgma g'un
continuas que, en geheral, seran la c@rden &\ e
posicion espaciales designadas por a;, ,1,2 &‘_

X def (xa)_defg) ,XZ@ ct, 7

Cuando nos refiramos soIo*a las c@rdenad

" def ) def (

Las ecuaciones de Euler-La nge fo

‘e

junto de variables
as tres coordenadas

Gy

§
0 &’ \
o N .
Las ecuaciones de Eul -Lagr@ge se demuestran suponiendo que se suma al campo
@(x%) en cada instarite t ung“funcion de perturbacion n(x“), que se anula los puntos

de la fronteraxav,.ge avéc- L
% "-?U(xav; t) - (

de forma qusﬁcniﬁperturbada sea |

@3 Q-"’ S(s)—f Wen,®,a+ €n o )dtd®x

donde ¢ es un parametro infinitesimal, serd extremal cuando se verifique

tl) = Tl(fl tZ) =0

o ods(e) (oL oL .
S'(e) —Ll_r)%?—fﬂ(%ﬂ Q)’ana)d x=0
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Integrando por partes el segundo término de la integral, y recordando que n se anula
en la frontera, se llega a las ecuaciones de Euler-Lagrange

oL _ 59t _, &
20 00, &£

3d grangla 1

En el caso de qu lens
campo @fy de: denvadas 9", las e ecua

By Ba enda @S’v%a funaones de
e

s e Egﬂer L§ edyignen dadas por
‘ "‘\.
; s
S &
Muchas vecfes se ufili

) QL
Nipoir A

o= S
Es importante obsekvar que /as ecuac@ﬁes de grar@ E; = 0 son invariantes
ante una g-transformacion ga///eana L tamb / oles. . 1:}-

En mecanica, se demuestra que ra /os o S I Slb/eS existe siempre una
funcion lagrangiana para la cuaplas ecu e nge son equivalentes a las

ecuaciones mecanicas de movi nto o simétricas por una inversion
en el tiempo. También las ec CIone S d mecanica cuantica obedecen a
un principio variacional. En ;general to o Slgtem e obedece a unas ecuaciones de
movimiento del tipo Stur /ouw//e se puedemddeducir de un funcién lagrangiana,
extremalizando var/an a/ dQ accio

El principio variacion argo rrq" 5 dice como escoger la Lagrangiana, y su
eleccion es mas b/eq,grna ion de habilidad e intuicion fisica.

Ademas, el campdt:no esté%etermmad or una Unica lagrangiana ya que se le puede
sumar siempre m ector|a| AP(x%) cuya divergencia sea nula 9zAf =0, que
. T
no contribuyesa.dé vaiacion al estar [ condmones de frontera fijas y al integrar
variacion se-a% L
R &

8S —@f(L + aﬁAﬁ)d“x = 5 Ld*x +§ fAﬁclsB ) f Ld*x
N

f?

Por tanto, L+ dgAP, con AP arbitrario, lleva las mismas ecuaciones de campo y
fisicamente es indistinguible. Veremos mas adelante que esta invarianza determina
también la estructura admisible de las ecuaciones de Maxwell.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Faraday y Thomson, introdujeron el concepto de lineas de fuerza de los campos
eléctricos y magnéticos, que fue una forma de visualizarlos sin matematicas.
Generalizando este concepto, Maxwell introdujo el concepto de campo como una
entidad invisible que se extiende por todo el espacio. Este corg?epto se ha mostrado
muy util y evita las paradOJa de- /A on de las interacciofés instanténeas a larga

distancia. ) 5.

La materia crea ca i 2 Se_propagan por el espagio e interactyan con otra
materia que a su &z maodifican ¢ 0'del campo. E@n proc'bo&i:ét/vo que solo
en determinados olver 1 e de ﬂ»[m nalitica. A los

sequidores de pIo
embargo se ha mostrado de g@n ut/77
ecuaciones de nﬁb«m{ent delos-sistemas
tener en cuenta qUessolq € (
interaccion a través d

abs _ of/camente, sin
S a,o// reso/ver las

é@bsta&e se ha de de
?un c@po mediante la

v Q

Un ejemplo séencillo de .cé e-aplica el pgfcipio %] CI$| dp&jo a Thomson, es si
se define la siguiente funcion para hacerd'su var& O Q)

<

Se == e x
g e S
donde @ es el potencial eléctrico y & la den@adﬁ car,

- o S

Si se hace la variacion toman@a ) o,?rla Sde campo, obtenemos para
ecuaciones de EuIer-Lagrange&]é expi Zemitighlfo en este caso la coordenada
temporal de la que no deper@ este sist

For

i

[ 0L
bﬁ‘?: %g? W 90
& 75

que reproduce la cofbada@cuaoon deQPolsson para el potencial eléctrico.
¥

—pe + V20

Un caso parUcqug es sigtenemos un Sema de conductores a potenciales fijos. En
este caso, las caﬁ@es an distribuidas s

solo sobre sus superficies y
\I
L- -g il
X' 2
representa la endigia electrostatica. Por tanto, el principio variacional nos dice que los
potenciales se ajustaran de forma que la energia electrostatica sea un minimo.

Con estos ejemplos, se quiere mostrar que los principios variacionales, no sdlo tienen
un interés tedrico, sino que también son una herramienta Util para el calculo
numérico, ya que, si los conductores tienen una distribucion compleja y es dificil
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calcular los potenciales, para resolver el problema se pueden escoger funciones de
prueba con la condicion de que S, sea un minimo.

:.-,-
magnetlcoﬁ la materia

O fisico, la accién S oﬁagrangmna L del sistema,

: ;ﬁbpm c% pa.gh el vacio sin
| eve e@fnte Sm Y Lm .,
'-lje Ia,??]aterla%ﬁe@,partlcula con el

S
I'";:? QI

¥
cién:@ Cm)& la materia (o
0

a , tend{e. s mediante las
ir@mto %Ia materia (o de la
S

particula) y -
ecuaciones I_gr-Lag‘r

particula) en el campo de fuerzas. §

Haciendo la variacion de los términos a accvea (@Sﬂn [ campo en el vacio sin
materia y de su interaccion con la eria, o m jante las ecuaciones de
Euler-Lagrange las ecuaciones qu determm o N campo es modificado o
afectado por la materia o las par las, e Qas e iones del campo producidas
por las propiedades fisicas de / ateri ons' an en este caso fijas.

al movimiento de una carga en

Para concretar, apllcaremosl prmop@@oo
_I"

F

IS ﬁ
La densidad | Q&nglﬁa de la mteraco_‘
viene dada ~

f-u
R 1
©  L@Eo= — 20 Ay = =y,

del campo electromagnético con la materia

Donde J* = p,U“ es la densidad de corriente, p, es la densidad de carga en reposo,

A% es el cuadrivector potencial vector A% = (@,cA), @ es el potencial eléctrico, 4 es
el potencial vector magnético, U* es el cuadrivector de velocidad U* = y(c, V),

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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donde ¥ es la velocidad de la particula. Definiremos también el cuadrivector de
corriente J% = (ypoc, ypo®) = (pc,)).

El cuadrivector de velocidad tiene la propiedad de que su noqma es una constante
invariante y

a def AP def
d( G K,, o
def O def
K; = gyacK® 2

=

A K, se le denomina vector covarialte del v or@ntr |ante K. Esta distincion es 183
importante cuando el tensor métgfeo no ¢ geometria euclidea como en
el caso de la teorfa general de

Cuando la geometria es eucligfiana co@ hl ca nterior, la diferencia ente vector
covariante y contravariantefes sélo' de cafi0lo de signo de sus componentes
espaciales. Mientras no se{Ega lo cont§ rio, coffStderaremos que el espacio es de tres

dimensiones y euclideo decigfomogéneo e isdtropo.
y & decighomoge P

o
El paso de una distri deion #tmua de;fm% feria y cargas a particulas puntuales puede
hacerse facilmente m diantela funcion; gj,ta de Dirac

. & I

siendo #,(t) la tkayectoria de la particula puntual, y §(%) la funcién delta de Dirac,
que tiene las propiedades

f&@&x=1 y j6@—%V@M%=f@0
Voo Voo
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La presencia de y en las densidades lagrangianas se debe a que la integracion se hace
sobre el tiempo t y no sobre el tiempo propio T.

Se define el tiempo propio 7 por

Esta distincion es util ya que en much®s caso e?io@e simplifican segun se
expresen en funcién de t en vez de dgit. Esta fmmat,.e re ntacién es mas practica
cuando se utiliza la formulacién cydtrimen var'{ , ya gque como veremos

mas adelante, d3xdr y L(X,7) $on mvanﬁtea Iatl\Qtas y por tanto también la

accion. Q;b Q '

La lagrangiana de una partl’aggalbre v@ a enfences por
,gf? Ln() =

&

\

En limite no relatl\//grgr} (v §) te

cinética de una partigyla I|br§? Y

La lagrangiana nd.‘:vrelatl\tﬁ'a para una parti
genun campo_@@om@neﬂco serd en
G 1 1 '. -
_‘irs § L — =mowt.— q0 + qv. A
g L
La lagrangia dé{ampo, en el vacio fire de materia, se postula que es proporcional
al cuadrado de las primeras derivadas parciales del potencial vector A% = (@, cA), en
analogia a una particula libre en que su lagrangiana es proporcional al cuadrado de la
derivada de la posicion (velocidad)

1 .
que L, —-mev? que es la energia

onces

3 d_ef_e_o 2=__ ap
L. (X, t) & 4yF 4yT Fap

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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siendo

0A, A
oxP 0x« ;..,

Fap = Aap = Apa =

'\':n; b

1.. ta reﬁr;alt\i&ggree@hente con las
.,; r(?é‘gnet i<;'er‘@dada por
'J“ﬁl 5T

= ¥
interacgdién e.m."Cc oe. @ibre
| v @
¥ A
Cuando se utiliza el t:empo propio Z@y vari d.gg?nte 16n en la acciéon es
e

conveniente utilizap la siguiente d ad lagPengjada la materia libre sin

interaccion
e AN @\/Qa“ %

Uu
$ & Q
ya que es este caso las ecuacionés de nge'qdra una particula puntual libre
sin interacciones adoptan la foppa con i

& &d
&S m% dt
§ § N

Principio varifonaﬁue las Ecuaciones de Maxwell
F 2y

Definamos la de_@i’dad dggranglana
interaccion del cgigpo Q@tromagnétic'
Q 1
= . = — a __qa
g5 c@ Lo @ (U) — A

G o
Si se hace@?gvéécién de L,,; to do las coordenadas xf como variables de

campo @, entonces las ecuaciones de Euler-Lagrange nos determinan como el campo
influye sobre la particula

;. =L, +£L; de la materia junto con la

e

0Ly P 0Ly

——d,———=0
dxt % 0xt,,
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de las que se obtienen las ecuaciones dinamicas de movimiento

(04
= B
e qT Uu :.-;

La ecuacién de movimiento se pugde descomponer en su par}é«espaaal y temporal.
._.f-;.g-' -r;-:‘\

myc——

0

De la parte espacial para &

..q--

cuando actua sobre Tr
148

] 0A

dt = 1ot %

definiéndose el campo electrlco‘xﬂe in \u Zion

—qV +q

rgia, indicando que el
a energia inercial de la
on el exceso de energia

La masa en reposo m, cons@wte sizel sistema esta energéticamente aislado como
es el caso que estarln? ratar@ Veremes mas adelante qué modificaciones hay que

introducir cuando esta condféibn no se tu&ple
sy

Por la propia deflmé’on dg\&ampo de ing

QG':: & _
es decir, no\%{ teL&uentes 0 mo 0s magnéticos, el campo magnético es
solenoidal Qﬁs de campo iempre se cierran.

Ademas por la p@pla definicion del campo, se verifica

ccién magnética se verifica la identidad

VAL =0

<!
Sy
I

aVAﬁ_aE
at ~ oat

VAE = —

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Por tanto, el primer par de ecuaciones cinematicas de Maxwell en el vacio, la fuerza
de Lorentz y la conservacion de la energia, se deducen a partir de la variacion de la
accion escogida sobre las coordenadas de movimiento.

@
Esto se puede comprobar mas facilmente a partir de la Iagra_@iana de una particula

no relativista en que Lo, (t) {‘*L, ‘;_; inética de la partl@a
Pl e o e

carga ,-ﬂ-\ gue se=mueve en una trayectoria

diante la fungfon de |g delig de Dirac
- ° " o
% r(t) ¥ Qr

N
& 187

volvemos a reproduci
actua sobre ella la fu

i,

Igualando estas dos ultimas ecuaciones obtenemos la ecuacién de movimiento

-

d(mgyi,.) 0A - Lo - o IR
T=—q§—qv¢+quVAA=qE+quAB
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Veremos mas adelante, que m, coincide con la masa en reposo de la particula y es
constante, solo en el caso de conjunto del sistema de la particula y el campo
electromagnético sea un sistema termodinamicamente aislado y cerrado.

Fa,; es eI tensor de I\/Iaxwell en cuatro dimensiones, ya q_% con las anteriores

Ny
Es de observ,a_r't%mb?én
de los potevﬁcialew !
como una definicion de Ic

Aunque los potenciales‘se han consider@ com %a udés@ imarias en el calculo
variacional, sin embargo, segun la fisicaFlasica les directamente en la
naturaleza, ya que en la fuerza detngrentz agnitud medible solo

aparecen E y B. Solo en mecanica ant/ca d@t aQnterferenC/as del efecto de
/ris m

oa ﬁ@a gxeras derivadas

ue I n ser tomadas

Aharon-Béhm son observables lo potencial

Esto ha dado lugar a grand q?contrz% ngnte

cuantica sobre que magn/tudeﬁt/ene/@
matematicos, dependiendo &€ la fo e parta. Discutiremos sobre este
punto mas adelante, ya los experfmen os Jgecanico-cuanticos de Aharon-B6hm
han permitido detecta%‘éxpegg)entaﬁnent los potenciales por interferencia de

electrones. o s EJ B

Analizaremos ahoraz€dmo §€ ve el camﬁé afectado por la presencia de materia o
particulas eIectrlcas,g...r 14 g

Definamos la ﬁda@agrangmna

interaccion del ectromagnetlcog

@;\m’ ,# Lem MJ’M+ ~JAq

Haciendo la varlaoon de la accién con respecto de a las componentes del potencial
vector Ag, que se toman ahora variable de campo ¢, en la que participan solo
(L. + L,;,), obtendremos las ecuaciones de Euler-Lagrange

0Lom 0Lom
— 0,
04p 04p o

e la llegada de la mecanica
ica y cuales son meros artificios

':i\"
=

=L, +L; de la materia junto con la

:

=0

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



05 Teorias variacionales

donde hemos definido la parte electromagnética de la lagrangiana por
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si se identifica B con
B=VAA

. L &
Por tanto, el sequndo par de ecuaciones dinamicas de Maxwelfgpara fuentes de carga
y corrientes eléctricas en el vaciorse ce a partir de los_fotenciales mediante un
principio variacional. &

Veremos mds adelanite que las ecuaciones. de Maxwell s mvanantes\rgbt/wstas ante
el grupo de las Pitran: a ' 10 ncaré ¢ yje)nsecuencia de
serlo la Lagrangiana.

o
I § 80
q ré de d@ Zamiento.es necesaria
para que las ecuﬁ(q&es las-}nsfor Ci‘?-... de &ntz

= s
Por ser Fup 'ra_r;tTS-ﬁ rico, de las ecliaciones @& camp @iuce@e se cumple la
u A T &

identidad ) \;{ {..
" ¢)
, ) & D
- S @

o) L
= ="
e : ]_’+ﬁ€ &

Por consiguiente, la conservaciogy'de la a,reie e gfa ecuacion de tipo local, esta
ya contenida implicitamente eftas ecy /iéde c@mpo dinamicas de Maxwell.

Se puede comprobar tammén que '_IaE sfdient€ fdentidad, que es una propiedad

+. =0
Boxo B
@ Q 0x - Ox
es equivalente a Ia§§uac?@s cinematicas de Maxwell ya obtenidas antes
S k
& 7 4
‘3'0 @ . 0B
oS . VAE = ——
*&u & 2 ot
De las ecua%eggﬁ campo, se dMe el tensor electromagnético F verifica la

ecuacion

1
0"0uFap = - (0adp = 0pJa)

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



05 Teorias variacionales

habiéndose definido

S .
W la expresion

ecuadas, nos

La solucion g&a@% i
determina completanent
. <
y té’endo en cuenta la
@ obtiene para los

<

definicion del or 'felectromag
potenciales las ecuaEio'nes

&S
(‘2 1 a2>4f§L ,
Ve V(V'
S >
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)
Puesto que las A% estan d@nidas £ en radiente de un escalar, con el
gauge de Lorentz P |

g
&

con lo que la ecua@n d
potenciales I
ey

Si en la ecuacién para el tensor electromagnético se utiliza su definicion en funcién de
los campos E y B, se obtiene las ecuaciones de ondas
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Principi variégi. ]
Ya hemos visto que la lagrangiana de ca@o ele @e’uc%vene dada por
. ~1D D

L =3 T‘“BT <J"A
RS
siendo A® = (@,cA) y gr= po’u (ypoc; O%Q' (&P

Recordemos que la subida y bé::ia d |ca!a. er ?z’a a través del tensor métrico
Jap Cuyas componentes son,fulas p&-en iagonal que toma los valores
diag(+1,-1,-1,-1,), o lg=2que lo: ungeladrivector contravariante (A%) =
(4%, A) = (9, cA) tiene cofio cuadrlvector covariante a (A,) = (4° —4) = (8, —cA).

Hemos visto que de I&arlag& de @spe to a los potenciales A, resultaba las

ecuaciones de de ca;gﬁb degexwell cqm %ntes

1 B
& & § @ - I
& 7
que hemos vi t@' reffucen a la ecua dalambertiana para los potenciales con el
iy
gauge de L&O‘Q w
Q@ & ' B
© 6x#x”c/lﬁ = (Z—
c4gq

Partiremos ahora de la lagrangiana general del campo electromagnético para hacer la
variaciéon de la accion, pero tomando ahora como condicién auxiliar a la ecuacion

:Faﬁ = aad‘lB - aﬁc/l

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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y como multiplicadores de Lagrange a %I’“ﬁ.

Las ecuaciones del campo seran entonces equivalentes a extremalizar la Lagrangiana
modificada P

1
L=Ly——J%Age
¢ ik o
e g L .
Puesto que las F, ;l-n 10 8s puramepite algebralgisfa pueden ser

° ¢
o O
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L o
Ahora las variable de campo Ii%' seré@afpl"“ﬁ gﬂa variaciéon se hara respecto a

ellas.

S
La variacién respecto a 4, gegljm IasEe ion€s¥e Euler-Lagrange
o &
> > X
bt - I
o a*,-%? (2

C,

&
la variacion respec ¢“B &8 dara
y p % p

3 OpAa) = Fap

g‘['aﬁ = (aa %
Por tanto, la %ci()ﬁ dalambertiana para A,, que es de segundo orden, es
equivalente i@‘og@uaciones anteriores ecuaciones de primer orden.

L ) .
Observemo@:mje afora que el tewromagnét/co F,p €5 una consecuencia de
un principio varideional.

En este capitulo hemos visto que tanto las ecuaciones de Maxwell como la fuerza
electrodindmica de Lorentz se pueden obtener simplemente de la variacion de la
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accion 8§S =68 [ L'dx* = 0 cuya lagrangiana solo depende de las derivadas primeras
del potencial vector A“.

Existe sin embargo una indeterminacion en la definicion de los petenciales, ya que si a
dichos potencial se le suma el gradiente cuadrimensiona&?de cualquier funcion

arbitraria 0,/ la lagrangiafia: nto las ecuacioré de Maxwell quedan
inalteradas. Se vera masga St ariancia ante eq@s cambios -denominadas
transformaciones gaf ) significade,"fisico, ya que entre otras
cosas, justifican acion %&a cargcz&fgffé ecuacion de
tipo local. é‘; O\
e \ o' S
En el modelo variacional que se ha pre ogé part@q/é@a/ se deducen las
ecuaciones de well- se ha post &cion del ca lec agnético en
. ., l\mﬁ s n'z,i? g a

su interacci mate pogcienal a qU*A,.
Queda sin embargo Poxj mpey&lectromagnético

de la%&grga. Veremos que

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



